Teil V

Black-Scholes-Modell
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Black-Scholes-Modell

@ Mathematisch anspruchsvolles Modell in stetiger Zeit
dSt = St,UJdt + StO'th

o W; Wiener Prozess; normalverteilte Renditen
@ Interpretation fiir “kleinen” Zeitschritt At

Stiar — St = SepAt + Seo (Wepar — We)
——
~N(0,At)
oder
1
In St+At =In St + MAt + §O'2At +o (Wt+At — Wt)
N—
~N(0,At)

@ Idee: Starte mit einem Binomialmodell und erhdhe die Anzahl der
Zeitschritte in [0, T].

@ Der Grenzwert dieser immer feineren Binomialmodelle konvergiert
gegen das zeitstetige Black-Scholes Modell.
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Simulation des Black-Scholes-Modells

Simulation Black-Scholes-Modell
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Black-Scholes-Formel

Im Grenzwert konvergiert die Optionspreisformel des Binomialmodells
K

CO = SOB(T,EI, a) - W

B(T,q;a)
gegen die

Black-Scholes Formel

Der Preis einer europdischen Call-Option im Black-Scholes Modell ist

Co = So®(di) — Ke T d(dy)
In(So/K) + (r+ 302)T
oV'T

d2 = d1 — O'ﬁ,

d =

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung beziechnet.

Bemerkung: In vielen Lehrbiichern wird die Verteilungsfunktion der

Standardnormalverteilung mit N bezeichnet.
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Herleitung der Formel

@ Wir starten mit der Optionspreisformel des Binomialmodells

~ K .
Co = 50 B(T, q, a) —W B(T, q, a)
PY(St>K) Pe(ST>K)

und schreiben den Binomialprozess beziiglich des logarithmierten
Aktienkurses

In(1+ u) probability g

InStp1=1InS; + { In(1+ d) probability 1—gq

@ Der log-Aktienpreis ist damit additiv.
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Herleitung der Formel

@ Gegeben sei die Volatilitdt o der Renditen. Ausgehend von dem
Cox-Ross-Rubinstein Binomial-Modell erhalt man
1+u = VAt
1+d = eVt

o Volatilitdt o: Standardabweichung der log Renditen In S;1ar — In S

o Betrachte den log-Aktienkurs nach n Schritten mit / Kursanstiegen:

InSY, = InSo+i-In(1+u)+(n—i)-In(l+d)
INnSo+i-In(l+u)—(n—1)-In(1+u)
InSo + (2 — n) - In(1 + u)

= InSy+ (2i — n)oVAt
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Wiederholung: Varianz und Standardabweichung
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Herleitung der Formel

e Man kann zeigen, dass fiir n — oo (dquivalent At — 0):
e unter Q:

ISt ~ N <In50 T (r - %(72) T UZT)
@ unter @:
InSt ~ N (In So + (r—i— %02) T; 02T)

o Allgemeine Optionspreisformel gilt auch fiir Cox-Ross-Rubinstein, im
Grenzwert auch fiir Black-Scholes.

@ Wir miissen daher Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeiten
PR(St > K) und P%(St > K) finden.
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Wiederholung: Normalverteilung
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Herleitung der Formel

o Offensichtlich gilt PR(St > K) = P2(In St > In K) und analog fiir
PR(St > K).
@ Dabher:

PUIn Sy > InK) = PO | N5 — E%In S7] _ In K — E%fIn S7]

JVeInS] T /VC[inSq]

e Im Grenzwert n — co: z ~ N(0,1):

po [, < EC[InS7] — InK
a \/VQ[M ST]

P2(In St > In K)

_ N EC[InS7] — InK
B VVQ[in 57]

Christoph Hambel (Goethe Universitat)

Sommer-Semester 2021 133 /199



Herleitung der Formel

@ Nun gilt

EQ[InS7] —InK InSo—InK+(r—310%)T

oV'T oVT
d25

und
PR(ST > K) = &(d)

@ Analog fiir @: ~
PU(ST > K) = ®(dy)
mitdy =do + 0V T
@ Daraus folgt der Preis fiir die Call-Option

Co = So®(di) — Ke T d(dy)
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Volatilitat

@ Historische Volatilitdt: Berechnet als Standardabweichung der log
Renditen
@ Beispiel: Monatliche Aktienkurse iiber N Monate
S0, S1/125 52712, 5 Swny12
© Berechne monatliche log Renditen InS; /15 — In S(;_1) /1 for
t=1,...,N
@ Berechne Standardabweichung der monatlichen log Renditen 61 /1»
© Annualisiere durch Multiplikation mit /12, d.h. &1 = V1267 12

@ Analog fiir tagliche und wochentliche Renditen (multipliziere mit

/252 bzw. \/5>2)
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Amerikanische Optionen

@ Black-Scholes Formel ist kompakt und elegant, aber nicht anwendbar
auf amerikanische oder exotische Optionen

@ Link zwischen CRR und Black-Scholes Modell

1+u = e"m
1+d = e*U‘/E

14+r = et
erAt e—O’\/At

eU\/At _ efa'\/At

=q =

@ Erzeuge einen Binomialbaum aus u, d, r und g und bewerte
amerikanische oder exotische Optionen
@ Ist diese Approximation gut? ja!

o Berechne Black-Scholes Preis einer europaischen Option.
e Berechne Preis aus einem CRR-Modell mit At = T /N und erhdhe N.
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Kritische Wiirdigung

o Volatilitat, Zins, erwartete Rendite werden als konstant angenommen.

@ Renditen werden als normalverteilt angenommen und unterschatzen
dabei das Auftreten von Extremereignissen. = Volatility Smile

@ Modell geht von einem vollstiandigen Markt ohne Friktionen aus
(keine Leerverkaufsbeschrankungen, Steuern, Transaktionskosten)
o Implizite Volatilitdten # Historische Volatilitaten

o Diese Einschrankungen des Black-Scholes-Modells zeigen sich bei den
gehandelten Preisen von Optionen, wenn man die durch die
Optionspreise implizierten Volatilititen betrachtet.

o Die implizite Volatilitat fiir eine Option auf einen bestimmten
Basiswert ist nicht konstant, sondern dndert sich im Zeitablauf.

e Zudem hingt die implizite Volatilitat fiir einen bestimmten Zeitpunkt
von der Geldndhe ab (Volatility Smile)
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Inhaltsverzeichnis

@ Preissensitivititen — Die Griechen
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@ 'Griechen’: Preissensitivitdten bzgl. der Inputfaktoren
e wichtig im Risikomanagement wichtig.
e Schatzen den Einfluss einzelner Risikofaktoren auf das Gesamtportfolio
ab

@ Black-Scholes Formel:

C=C(S K, r, T,6 o)
~—~— N~
Al P © vega

o A: Sensitivitdt bzgl. dem Preis des Underlyings

ac
Ac =52 = o(ch)
@ Man beachte:
oc O0(d) dch 7 0(dy) Oy
R R e TG W T
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Binomial Modell: A = gj

Interpretation: Anzahl der Aktien im Replikationsportfolio

—cd oC _
Im Grenzwert: &=z — 35 = ®(d1)
®(dy) ist die Anzahl der Aktien im Replikationsportfolio in stetiger

Zeit!
Approximation fiir at-the-money Optionen, d.h. S ~ K:

A =~0.5

o A =005 falls ®(d;) = 0.5, d.h. falls d; = 0 & Sy = Ke (r+1/20%)T
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@ Approximation fiir deep in-the-money Call-Optionen, d.h. 5y > K:
AC ~ 1,

da ®(di) — 1 fiir So/K —

@ Approximation fiir deep out-of-the-money Call-Optionen, d.h.
So < K:
AC ~ 0,

da q)(dl) — 0 fur SO/K —0 (dh dl — —OO)
@ Put Delta = Put-Call-Paritat!

P=C—S+Ke T
o Fiir den Put gilt daher

P = Sd&(d)— Ke "Td(dy)—S+ Ke T
c
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@ Daraus folgt fiir das Put-Delta:
oP

oS
= Ap

e Implikation: Ap € [-1;0]

oC
5 1
Ac —1

@ Approximation fiir deep out-of-the-money Put-Optionen, d.h.

So> K:

Ap%o,

@ Approximation fiir deep in-the-money Put-Optionen, d.h. §p < K:

Ap ~ —1,
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Delta of call and put options as a function of the stock price
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@ Gamma einer Call-Option:

9
052
0Ac

oS
0d(dh)
0S
Odq

= ¢(dl)¥

e =

@ Gamma einer Put-Option:

Warum?
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@ Wann ist das I gro8? Wann ist es niedrig?

o deep ITM und OTM Optionen (Sp > K oder So < K): A ist relativ
flach, d.h. eine kleine Anderung des Aktienkurses hat fast keinen
Einfluss auf das A =T = 0

o ATM Optionen (So = K): A ist relativ steil, d.h. eine kleine Anderung
des Aktienkurses hat einen groBen Einfluss auf das A
@ Extrembeispiel: ATM Call-Option unmittelbar vor Filligkeit

o Aktienkurs steigt minimal: Positiver Payoff bei Falligkeit
o Aktienkurs fallt minimal: Option verfillt
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Gamma as a function of the stock price
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@ Theta (t: Zeit, 7 = T — t: Restlaufzeit):

oc _ oc
ot or
=0c = o¢
T
Se¢(di)o —H(T—t)
= 2T e (T-D¢ (g
WNT—t ()
< 0

D.h. je langer die Restlaufzeit, desto hoher der Call-Preis.
@ Theta einer Put-Option:

0p = 0c + rke (Tt > 0

@ Deep ITM Put-Option (So ~ 0) = 0p > 0 (je kiirzer die Restlaufzeit,
desto teurer der europdische ITM Put)
@ Deep OTM Put-Option (So >> K) = 0p <0
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Vega v

ocC oP

Vega: Sensitivitit bzgl. Volatilitit (vec = 95 =vp = §- > 0)
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Rho p

Rho: Sensitivitdt bzgl. risikofreiem Zins (zxc =

ol

9]
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Zusammenfassung

Optionspreise von Europdischen Optionen:

C = 57 %7d(dy) — Ke™ " d(dy)
P = Ke ""N(—d)—Se T N(—d)
P In(S/K)+(r—6+ 302)r
v 0'\/’7'
- = In(S/K)+(r—6— 3o?)r
2 = o\/T
7: Restlaufzeit (7 =T — t)
Grieche Formel
A ce 9T d(ed1)
r —57‘ B(d1)
So/T
v e "Tg(d)SVT
) —e 0T 5‘1’(‘})" + e [—rKe="T®(edy) + 5Se=0Td(cdh)]

e = 1 fiir Calls, e = —1 fiir Puts

2
"2 : Dichtefunktion der Standardnormalverteilung

@ ¢(x) = \/%e
@ o(x) = [*__ #(z)dz: Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
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Portfolio-Griechen

o Fiir den Wert I1 eines Portfolios bestehend aus n Papieren gilt:

n= z”: ;G
-1

@ Ableitungen sind linear!
@ Portfolio Griechen:

on e
95~ 2¥s

= Apn = ZH:CP,'A,'
i—1

n
=In = Z@iri
i=1

und so weiter...
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Dynamisches Hedging

@ Hedging mit Griechen: Aktienpreis Sg. Was passiert bei eienr
Kursverdnderung zu S
= A-Hedging:
oC

C(S) = C(So) + ==

55 (S —So)

5=5¢

= A-l-Hedging:

1
2 052

C(S) =~ C(S) + 8£

. 2
55 (S — So)

5=5

(5 — 50) +
S=5y

o Neutralitat: Portfolio-Sensitivitdten sind gleich null:
o A-Neutralitit < Ap=0
o -Neutralitit < I =0
o A-l-Neutralitit: < Ap=Ip=0
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Dynamisches Hedging

o Wie erzielt man A-T-Neutralitdt bei einem Portfolio bestehend aus 3
Einheiten des Derivates C;?

22 + p3A3 P11

p2l2 + 3l3 p1le

@ Auch auf alle anderen Griechen anwendbar.
@ Dynamisches Hedging: Analog zum Binomialmodell

@ Passe das Portfolio an, um die Position mit Option und Underlying
A-neutral zu halten, akkumuliere die Position im Hedge-Account

@ Problem: Aktienkurs dndert sich stetig im Black-Scholes-Modell, aber
Hedge kann nur zu diskreten Zeitpunkten angepasst werden —
Hedging Error!
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Dynamisches Hedging

o Hedging-Error reduziert sich, bei steigender Anzahl der
Portfolioumstrukturierungen

Kernel density of hedging errors in Black-Scholes model
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