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Zweiperiodenmodell

+= - t=1

So(1 + u)?

(1+r)?

Cu = (So(1+u)®— K)T
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Zweiperiodenmodell

@ Knoten A:
1 d
u_ = uu 1— u
Zc 1+r[qc +(1-a)c }
@ Knoten B:
Dct— L [qC“d—l—(l—q)Cdd]
1+r
@ Knoten C:
_ 1 u d \/
G = m[qc +(1 q)C]
— 1 2 _uu o ud N2 dd
=G = EE [qf +2q(1\/q)C +(1 yC }
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Optionspreisformel im Binomialmodell

@ Verallgemeinere diese Formel auf ein Modell mit T Schritten:

(‘0\,'&6, _L‘;Cg%:) g:hrh;LZ( > . IC()

c() = (So(1+u)(1+d)7 " —K)* T—i
rL {/( go l S U t ( , -+ ‘
@ Definiere a als Ele mini Anzahl von Kursanstlegen die nétig sind,
so dass die Option im Geld endet:
s> Kk and sV <k

@ Daher:

Co = 1+,TZ( Dda-am &+ ara K]
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Optionspreisformel im Binomialmodell

die Formel in eine Differenz:

Y & e DX

77 K T\ ; i
*WZ <i>ql(1‘7)Tl <] (2)

Schreibe die Discount-Faktoren und Wahrscheinlichkeiten um:

o> G+wd ((1+U)q>’

(14 r) 1+r
= q (3)
R IR (R LE q))”
Q4T 1+r
= (1= (4)
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Optionspreisformel im Binomialmodell

@ Setze (3) und (4) in den ersten Teil von (2) ein:

1+,TZ< > q) " So(1+u)(1+d)"

- soi (T) G(1—g)T

@ Binomialverteilung:
-
T\ . .
)d(1-8)""=B T,§;a
> (})7a-am e aa)

QSr7 K)

@ Analog fiir den
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Optionspreisformel im Binomialmodell

K
@ Daraus ergibt sich: CO Z go

_.(T:_;_’._r

Co = %B(T,q;a) (T,q:a)

-— B
1+nT
o Interpretation: Die Terme B(T . §;a) und B(T,q; a) sind

Wahrscheinlichkeiten
@ Welche Art von Wahrscheinlichkeiten?

B(T,§;a) = Prob%(St > K)
B(T,q;a) = Prob%(St > K)

kiinstliche Wahrscheinlichkeiten, dass der Call im Geld endet
@ Kiinstliche Wahrscheinlichkeiten bzgl. des jweiligen Numeraires
o Q: Aktie
o Q: Geldmarktkonto
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Analogie zum Black-Scholes Modell

o

R wudlusdll
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Exotische Optionen (Auswahl)

@ Asiatische Option

e Auszahlungsprofil hangt von der Differenz zwischen dem Strike-Preises
und einem Mittelwert iiber vergangene Kurse des Underlyings ab.

T + I T +
o Call: Cr = 4\221 S~ K) . Put Pr= (K =L 5.)
@ Barriere-Option
o Option die durch Uberschreiten oder Unterschreiten einer Barriere 7ewd
aktiviert (Knock-In-Option) oder deaktiviert (Knock-Out-Option) Op/(a-
e Digitale Barriere-Optionen zahlen am Laufzeitende einen

Nominalbetrag aus, wenn der Kurs wahrend der Laufzeit eine Schwelle
passiert.

@ Bermuda-Option
e Option mit mehreren Ausiibungszeitpunkten, jedoch ist die Option
nicht durchgangig zwischen Emission und Filligkeit ausiibbar.
o Der Name Bermuda-Option riihrt daher, dass Bermuda zwischen
Amerika und Europa liegt.
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Exotische Optionen (Auswahl)

@ Chooser-Option L‘ J

o Der K&ufer muss zu |n8n def'r‘ﬂe/!cen Zeltpu#kt Gor der Falligkeit
entscheiden, ob er seinen Chooser in eine Call-Option oder eine
Put-Option umwandeln will.

@ Exchange-Option
e Option erlaubt am Ende der Laufzeit das Underlying gegen ein
alternatives Produkt zu tauschen.

@ Lookback-Option

o Basispreis wird erst bei Ausiibung festgelegt als der beste Preis, den
der Basiswert wahrend der Optionslaufzeit erreicht hat.

o Im Fall einer Call-Option ist das der niedrigste Preis, bei einer
Put-Option der hochste.

o Bei Filligkeit erhalt der Kaufer der Option die Differenz zwischen dem
Marktpreis des Basiswertes zum Zeitpunkt der Falligkeit und dem nun
festgelegten Basispreis.
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Bewertung pfadabhangiger Optionen

@ Bei pfadabhingigen Optionen (z.B. Asiatisch, Lookback, Barriere)
hangt das Auszahlungsprofil nicht nur vom Schlusskurs der Aktie ab,
sondern auch von dem Weg, den der Kurs durch den Baum
genommen hat.

@ Einfache Bewertung in Binomialbdumen

© Stelle den Binomialbaum fiir das Underlying auf.

@ Ermittle fiir jeden einzelnen Pfad i das Auszahlungprofil C; in T
Wie viele Pfade gibt es? = 27.

© Bestimme fiir jeden einzelnen Pfad die risikoneutrale
Wahrscheinlichkeit g (1 — q) "%, wobei ¢; die Anzahl der up-Steps
und T — ¢; die Anzahl der down-Steps in Pfad i ist.

© Bestimme den diskontierten Erwartungswert der Auszahlungen, d.h.
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Beispiel: Bewertung pfadabhangiger Optionen
/ So: [00

e m=01 ;,d=-01, r= 0.1

r-d 0.15

[ q—u
- m— =
=

u-d
) O Al Oppe

M wId S*/r”q

'<”>' K = low

|o°
- '”‘h,qlst‘):ﬂ

"

50— c,q un: S 3
slul [ ] o + AN
Co= 1 (4 (118-1e0) wdt g =i s o) SIS

| d‘h'. S ;,'(loo480+3‘): 2

+ ﬁ-(l-ﬂ“of-l)’loo)) L= 3 <K

dd: T ! (1o v torba) = ¥
= 3.13 3 <K
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Beispiel: Bewertung pfadabhangiger Optionen

DWinee -1 Oplion P L .25 ¢

BWIJML =20

Shili-Peas = U = 80 Co= - gyl
=L 035027 - (
Rvieat C A ’})uL‘ = 1.¥¢
un - 0 (o]
n d - 0 0
dn v Jdb-%0 -1 | ©
dd J o \(64-%0)*=p | wo-6u=1
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Beispiel: Bewertung pfadabhangiger Optionen

@p{oa L(w-/?. - 0{’”‘*
AN NAA ~—

CALL PoT B
e | 4 | Wk laa O
:: Llf-lﬁz ! 0o w: 120 1 120-36 =24
:go |16 W= loo | lee-3 = Y
dn K= 0 K= loo ’ loo - 84 = Sl
dd | u=:64 |
Coz — (o.'lSL- W + 0507 IL) < ... 2238
1%

(4
g+ pec %)
=...- 6.7
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Dynamisches Hedging

9| " ) +4 7 f}'v\
Betrachte ein Modell mit den folgenden Parametern. So = 42,
u=0.07, d = —0.05, r = 0.05 (diskrete Verzinsung)
Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten: g, = 0.833, g4 = 0.167
Betrachte Call-Option mit T = 3, Strike-Preis K = 42: =583
Annahme: Bank verkauft Call fiir 6 an einen Kunden
Sofortiger Gewinn: 6 — 5.83 = 0.17

Aber: Option kénnte im Geld enden und ausgelibt werden, wodurch
der Gewinn verloren ginge.

Wie lasst sich der Gewinn absichern? — Dynamisches Hedging!
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Dynamisches Hedging

u d el e . . .
° [Aj: %: Sensitivitdt des Optionspreises bzgl. des Preises des

Underlyings

@ Wir wissen vom Einperiodenmodell

C=AS+B
[
daher JaveasBaw 14 /l’lﬂ'-e
C-AS=8B

Option plus A Einheiten des Underlyings short ist risikofrei!

@ Aber auch
—C+AS=-8B,

A Einheiten des Underlyings plus eine Option short ist risikofrei.
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Dynamisches Hedging

Aktienkurse im Binomialbaum = 3
(So =42, u=0.07, d = —0.05)
e —
51.45
48.09
44.94 45.68
42 42.69 ‘'om binomial model
Dpse option value
Delta delta of option position
money mkt money borrowed (-) or invested (+)
39.9 40.56 profit terminal profit
37.91
36.01
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Dynamisches Hedging

Aktienkurse und Optionspreis gemaB Formel im Binomialbaum
(So =42, u=0.07, d =—0.05, r =0.05, T =3, K =42 = g, = 0.833, g4 = 0.167)

option tranzaction price - 5 ' L‘ g ‘!l 'l % Ll S

g.03 = .,-( £37-343
44.94 '
6.88 0 ' ‘ :’ 3 6 ‘ }
1 42.69 stock price  from binomial model
@ 292 option option value
Delta delta of option position
money mkt money borrowed (-) or invested (+)
39.9 40.56 profit terminal profit
2537 0
37.91
0
36.01
0
Christoph Hambel (Goethe Universitat) FDRM

Sommer-Semester 2021 104 /109



Dynamisches Hedging

Ak, Optionspreise und A im Binomialbaum
RS A
= Nea
option transaction price 5 , ' ww ’%
S i
-T:Z 48.09 3,‘1{ —3.“ "J :,, T
= Slag—4s.6E

t/\ -% AD u""""‘b"

42.69 stock price  from binomial model P J
8 9 ; . G‘ - option option value ’
—rﬁ;ta delta of option position
‘2( C‘ - %0

ney mkt money borrowed (-) or |nvested (+)

39.90 0.56 profit terminal profit L
2.32 )& l‘\
!} S 0.61
Brac
- 0
= 03111 o
36.01
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Dynamisches Hedging

4'\/\/

@ Position im Underlying: AS

@ Position im Geldmarktkonto:

falls B > 0 = Geldanlage
falls B < 0 = Kreditaufnahme zur Finanzierung des Hedges
o Kreditposition in t = 0:
Leihe Geld um 0.91 Anteile zu je 42 zu kaufen
Bo {6} 0.91-42 = ~32.02
e Kreditposition in t = 1, up-state:
© Kreditbetrag wachst um r = 5% Zinsen: =32.02 - 1.05 = —33.62
@ Leihe Geld um 0.96 — 0.91 = 0.05 Anteile 6 je 44 94 zu kaufen, d.h.
leihe zusitzliche 2.35 0% - 439 = 2.3¢
© neue Kreditposition: —33.62 — 2.35 = —35.97
———

o Gleiches Verfahren fiir alle weiteren Knoten
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Dynamisches Hedging

Aktienkurse, Optionspreise, A und Position im Geldmarktkonto B

(B = C — AS; falls B > 0 = Geldanlage, falls B < 0 = Kreditaufnahme)
hrn

option transaction price

: 0.1
- — 0 ' )
0.2 3 = '
. |.0S
44,94 45,68
6,88 3,68
0,96 1
35,97 4180 O l
42 42,69 stock price  from binomial model
5,83 2,92 option option value
0,91 0,72 Delta delta of option position
-32,02 27,57 money mkt  money borrowed (-) or invested (+)
39,9 40,56 profit terminal profit
2,32 0
0,61 0
-21,35\/ 0,20 o. L
37,91
0
0
0,19
36,01
0
0

o200 L
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Dynamisches Hedging

@ Berechnung des Profits in T = 3 in Zustand uuu
Kreditposition im Hedge-Portfolio: —41.80
Aktienposition im Hedge-Portfolio (A = 1): 51.45 A-S
Optionspayoff (Option wird ausgeiibt): —9.45
Gesamtposition: —41.80 — 9.45 + 51.45 :&.20 ‘
@ Gleiches Verfahren fiir alle weiteren Knoten
= Risikofrei!
@ Barwert: 0.20 - (1.05)73 = 0.17
= Profit durch Verkauf der Option wurde vollstindig gehedgt!
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Dynamisches Hedging

Aktienkurse, Optionspreise, A, Position im Geldmarktkonto B und Profit
in T=3

option transaction price 51,45
6 9,45
1
-41,80 0,20 profit
48,09
8,09 plus value of stock position in hedge portfolio 51,45
1 plus terminal value of money mkt account -41,80
-39,81 minus option payoff -9,45
44,94 45,68 0,20
6,88 3,68
0,96 1
35,97 -41,80 0,20
42 42,69 stock price  from binomial model
5,83 2,92 option option value
0,91 0,72 Delta delta of option position
-32,02 -27,57 money mkt money borrowed (-) or invested (+)
39,9 40,56 profit terminal profit
2,32 0
0,61 0
-21,85 0,20 0,20
37,91
o
[
0,19
36,01
0
0
0,20 0,20
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