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Einperiodenmodell

+=0 S_ n

@ Zwei Zeitpunkte t € {0,1} = eine Periode So .
elnt=1 kénnen@verschiedene Zustidnde eintreten\' S d

o Es werden'EWertpapiere (Aktien, Geldmarktkonto) gehandelt,
dargestellt durch Payoff-Matrix X:

X110 o XLN
X =
Xs1 - XSN

Xs,n: Payoff von Wertpapier n in Zustand s in t =1

o S =2: Binomialmodell, ———> [{[ a2 ’SJM»'L(/S tnbw

S = 3: Trinomialmodell
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Einperiodenmodell

@ Preise der Wertpapiere in t = 0 als Preisvektor
Preds dsa bk -

Pa{).‘&% (%)
(‘” -l»:o

p1 Pn

PN

@ Problem: Finde den PreisijH\eines Derivates, das durch folgenden
Payoff-Vektor dargestellt ist:
XS§ Nn

+ X
_ _ M 1,/.\/—1-1
XS ,N*n (XS.N ) XN+1 = . . A'WSJ'“L,(A\] ("}3 DUW(‘O
— —~ w1 e

C;JXA'QPHOW ‘Hqé Rﬂﬁ” N dunslond S

(
I
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Einfiihrendes Beispiel

@ Beispiel fiir Modell mit N = 2 Wertpapieren (Aktie und
Geldmarktkonto, risikoloser Zins = 10%) und S = 2 Zustanden (up
und down):

(120)
pu 1.1
00\ —
1
h— (80
1.1
o Daraus folgt:
5 (120V11 (100
“\lsov 11y P71 )

@ Preis einer Call-Option auf die Aktie mit Strike-Preis K = 1007
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Einfiihrendes Beispiel

_ +
o Payoff-Vektor der Call Option: x3 = <((18200— 110000))+ ) = <200> \\//

120
1.1

100\ " \p0
1
p3 % 80
1.1
%0
@ ldee: Konstruiere ein Portfolio, das den Payoff-Vektor x3 der
Call-Option repliziert.

@ Gemi3B dem LOP muss das Portfolio den gleichen Preis wie das
Derivat haben.
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Einfiihrendes Beispiel

@ Betrachte folgendes Portfolio in t = O:
|0.5 inheiten der Aktie; E36.36'Einheiten der risikofreien Anlage
reditaufnahme!)
@ Wert des Portfolios in t = 0:
0.5-100 —36.36 -1 =13.64
-
o Payoff des Portfolios in t = 1:
e Zustand s = 1:
05120 —36.36- 1.1 =20/

o Zustand s = 2:
05-80-3636-1.1=0

@ Dieses Portfolio repliziert den Payoff-Vektor x3 = (20()) der

Call-Option.

@ Schlussfolgerung: GemaB LOP p3 :,13.64’
Was wiirden Sie tun, wenn ps > 13.64, was wenn p3 < 13.647
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Replikationsansatz

Ok! Aber wie konstruiert man das Replikationsportfolio?

mit Preisen p und der Payoff—Vektor!xN+1|eines Derivates.

@ Das Replikationsportfolio ¢ 16st das lineare Gleichungssystem

?4
lX<P=XN+1 | Q: €

v, gibt die Anteile von Papier n im Portfolio an. N

@ Der arbitragefreie Preis des Derivates ist gemaB dem LOP

put1=p ® = pe¢

Replikationsportfolio
Gegeben sei eine Payoff-Matrix! X jvon zugrundeliegenden Wertpapieren
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Einflihrendes Beispiel

@ Replikationsportfolio: )X (/ K?,
80 1.1 )\ 0 =Y
=Xy, -(5) = (83)

@ Arbitragefreier Preis des Derivates:

pp=ple =P
= 100-0.50 +1-(—36.36)
— 13.64
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Einfiihrendes Beispiel

Wann existiert ein Replikationsportfolio?

Vollstandigkeit

Ein Einperiodenmodell ist vollstandig, falls fiir jeden Payoff xp.1 ein
Replikationsportfolio existiert.

@ Vollstandigkeit bedeutet, dass jedes Derivat aus gehandelten
Wertpapieren repliziert werden kann.

@ Man nennt eine solche Portfoliostrategie einen Hedge fiir das Derivat.

Kriterium fiir Vollstandigkeit

Ein Einperiodenmodell ist vollstandig genau dann wenn die Payoff-Matrix
vollen Rang hat
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Modell

@ Betrachte ein allgemeines Einperiodenmodell mit Aktie und
Geldmarktkonto:

50'(1+u))

(Bo-(1+r)
@\(50'(1“0)

By - (]. + r)
@ Setze By = 1. Daraus ergibt sich:

(So-(14u) 1+ (S ‘—‘_’_—’]
X_<So-(1+d) 1+r>’ p_<1>’ |”>r>d

@ Bestimme den Preis (g eines Derivates mit Profil
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Replikation

Replikati X p=C s bl
© Replikationsansatz %)

g itlorld, .

Wi uv_ cd LN
Anzahl der Aktien: p1 = c-c et € 41/

SO(u_d)’ dhau«A lﬂ/‘\«ml'
o (L+d)(CY - cd)}

!

Risikofreie Anlage: = —
Isikotrele Anlage ©2 1+r u—d

@ Wert des Replikationsportfolios und LOP

C = p1-S+e2-1 (/P
cv—cd 1 4
= S d)50+1+r[c -

:\"_-l r—d ‘f‘lﬁ u—r)

~(1+ r)( =1+ r)(u—d)

1+d)(CY - C9)
u—d ]'1
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Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten

@ Daraus folgt:
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Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten

e Daraus folgt: ;—1? [ Cwa + C‘l( (’?—)J

1 r—d u—r
Co = e c 1
0 14+r [ u—d+ u—d] (1)
ey L=~

'-
Kiinstliche (risikoneutrale) Wahrsche?ﬁlichkeiten: c?> 0,1-g>0
Diese unterscheiden sich von den realen Wahrscheinlichkeiten p,, pg
o Reale Wahrscheinlichkeiten werden aus dem historischen Verlauf
geschatzt ﬂ, 1’ P‘u ' |'ﬁ, 4 p
o Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten werden aus Optionspreisen
berechnet

Existenz von risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten& Arbitragefreiheit
Hier: q o ¢ |- b )
u>r>d & Arbitragefreiheit

Falls nicht ...
o u > d > r (Arbitragestrategie?)
e r > u > d (Arbitragestrategie?)
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Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten und Arbitragefreiheit

I Bs ""0
) h>oj joz a,—ﬂ '70)/(”’
nw=0.49, =0.¢ ,r=o 120
= '-_.A 0 hent \(”)
1 nd < pisi Lovnbe QS

+:05 M“"j‘/ AMI«( u..J 'c‘-wl-d'(,f(, sie "L"A
e edil a‘jnuw - Jt(fo -net

Invtn

-";;’\"" VU(’“% va e ﬂl,li&; S Soli«d)
Il NYedtl sk o = Spllr)
) romod @) 2
g= 4 u—A_'|13 L Abonsdnle LIS
w-d w-d
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Risikoneutrale Wahrscheinlichkeiten

@ Driicke den Preis des Derivates (1) mit Hilfe der risikoneutralen
Wahrscheinlichkeiten aus: ; tc,,

=

B G = 1 laC+(1-g)CY)

S22 = - q) <
ORRN R &
0 1

e 1: Preis der risikofreien Anlage’in t =0
e 1+ r: Preis der risikofreien Anlage in t =1 in beiden Zustdnden u, d
o Numeraire: Geldmarktkonto = risikofreien Anlage

Co = E© [@

@ — FQ [Cl}

o Als Erwartungswert:

oder auch

Bo By
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Alternativ: Aktie als Numeraire

@ Wir werden spater sehen, dass es durchaus niitzlich sein kann die
Aktie als Numeraire zu verwenden:
Go cv cd
— =g— + 1 _ N
> So q(l +r)So ( q)(l +r)So

~/ ~

-3

@_ u d
So Su Sd

q(1+u)
1+r -

o %ﬁjd):l—d, dag(l+u)+(1-q)1+d)=1+r

e 0<g<lel<i<l 2ty - (l-ru/
@ §,1 — g kiinstliche Wahrscheinlichkeiten fiir Aktie als Numeraire.

o Damit gilt:

@ Definiere die kiinstliche Wahrscheinlichkeit § =
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Alternativ: Aktie als Numeraire

@ Nun l&sst sich die Option mit Hilfe gtieser Wahrscheinlichlgiten

ewerten: - g C i C
e By = § % i ] O
~0

- e ramass V)
So  Tsdwu) T sied)
C() o @ C]_
:>5—0 = E [51]
~ G = SEC [Cl]
51

o Alternative Notation mit normalisierten Preisen und Payoffs
(Co = Co/So, Cl = C1/51):

G = E°[G]
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Beispiel: Kiinstliche Wahrscheinlichkeiten

X__ o || = [0 ¢, = oo K=l
B 8o I u = . 8. - |
4= ~W” )
_ r—=d _ 1bn—(-207-) . 7 2 0.3C, Iyz2%
q n-d 207.'1’107) Yol
o = N
Y= q 1 cp9s - Ao g 17 1518,
l+r 21

e UL\ANMNWH— > (= 1349 (s 4)

> ¢, - =€ 1 1€ ]2 (01520 0260

211 .64
Co - T ~ CJ- A
L 2= 9 = *("?}‘S—‘I- 0.5181 = ~ouxig

[}
- 0“(“
So \3e

&
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o Wertpapiere n ustéinde s=1...,§

X1, o XN P1
Xs1 " XSN PN

o Normalisierte Auszahlungsmatrix X* mit Asset| n* Jals Numeraire:

X1,1/X1,n*| coe o Xype /XU XN/ X1n

XS1/XSpx ot XSpe/XSpr ccr XS N/XSp*

X* =
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o Normalisierter Preisvektor p*:
Pl/Pn*

*

p* = | Pn*/Pn*

PN/Pn*

o Bewertung von Papier i mit Vektor von kiinstlichen
Wahrscheinlichkeiten Q* = (g%)s=1...s:
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@ Matrix-Vektor-Notation:

* *\/ * *\/1—1 %
T G R I PO

Nx1 NxS Sx1

o Lose nach @* auf um festzustellen, ob der Markt vollstandig und

arbitragefrei ist ﬂ(ub‘l

Was, wenn Q* existiert aber nicht eindeutig ist? ——~> r'ﬁvl‘ ‘— O\vv
Was, wenn Q* negative Werte enth&lt? """> hwl"'l' wid F W[,ﬂl\ﬁyt ¢
@ Nutze @* um das Derivat zu bewerten

o Arbitragefreiheit: Preis des Derivates ist ebenfalls arbitragefrei.
o Vollstandigkeit: Preis des Derivates ist eindeutig.
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